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摘 要

摘 要

本论文研究了最优臂选择问题。学习了几个已知的著名算法，如连续删除算

法和上置信边界算法。从这些算法中总结出一个差值方程来控制算法所需的样例

数目。基于这个差值方程，我们设计了一个启发式的类似与上置信边界算法的取

样方法，并且通过模拟数据实验选取平方根方程作为这个差值方程。另外，我们还

设计了短尾停止条件和动态取样方法使得这个启发式算法获得更好的结果。最后

我们用模拟数据测试这个启发式算法的正确性，并且和已知的算法进行比较，用

实验数据验证这些启发式的步骤确实能再实际数据中带来效能上的提升。

关键词：最优臂取样；启发式算法
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Abstract

Abstract

We studies the 最有臂选择问题 problem and formalize gap function from the 逐

次删除算法 and lil’UCB算法 to control the number of samples. Using gap functions,

we designed a heuristic UCB-style sample algorithm using a square root gap function

determined from a serial experiment results. We also design short tail stopping condition

and demand sampling scheme to make a heuristic algorithm gain better performance.

Then we test the correctness of the algorithm and the efficiency of the algorithm by

comparing it with some known algorithms in the simulation experiment.

Key words: Best Arm Identification Problem; Heuristic Algorithm
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第 1章 导论

第 1章 导论

1.1 多臂老虎机问题

多臂老虎机问题是一个经典且被深度研究的决策理论问题。在很多不同的领

域，诸如统计控制，统计学，机器学习和理论计算机科学等等，都有大量的关于多

臂老虎机模型的研究文献。

定义 1.1 (多臂老虎机问题)： 假设给定一个大小为 n 手臂的集合 A =

{A1, A2, . . . , An}，每个手臂的收益是一个未知的平均值在 µi ∈ [0,1]上的分布。每
当摇动一个手臂，该手臂会从对应的分布中独立的进行一个抽样并将抽样结果作

为这次摇臂的收益。我们称这样的摇臂过程为一个多臂老虎机问题的算法。

多臂老虎机问题可以想象为如下场景：假设你要从一排的老虎机选出最好的

一台，你可以决定你怎么玩这些老虎机，比如按什么顺序来玩这些老虎机，在特

定的阶段对于特定的老虎机该玩多少次，什么时候结束。在你的决策过程中，你

需要平衡勘探问题（认知所有的机器）和开发问题（认知最优的机器）。多臂老虎

机问题的目标很多种，除了上述的选择最好的一台，还包括最小化损失之和，最

大化收益之和。（比如 [1,2]）

在大量的应用中，多臂老虎机问题有过广泛的研究。比如，在医疗领域的重

症治疗过程中，治疗手段不当的代价非常的高，所以需要最小化治疗的整体损失，

这个过程可以模拟为多臂老虎机问题，其中每一种治疗方法为其中的一个手臂。

另一个例子，在手机通讯领域，在通讯前一台手机需要从诸多通讯频道中选择一

个，其通过对于信道的多次尝试后选择一个最优的，这也可以认为是多臂老虎机

问题。（[3,4]）还有很多其他的例子，比如在线广告选择 [5,6]，众包问题 [7,8]，金融

投资组合设计 [9]等等。

1.2 最有臂选择问题

定义 1.2 (最有臂选择问题)： 在定义 1.1中，假设 δ ∈ (0,1)，最有臂选择问题是设
计算法，使得算法满足以至少 1 − δ概率返回均值最大的手臂。固定δ，我们的目
标是最小化摇臂的次数。

最有臂选择问题是多臂老虎机问题的一个特例，它首先进行取样过程然后根

据取样结果直接返回最大的手臂，这可以看作纯粹的勘探问题。本文中最有臂选
1



第 1章 导论

择问题的目标是最小化摇臂次数，被称为固定置信度 (δ ) 设定。还有一种固定预

算设定，给定了摇臂的次数，需要最小化最小化置信度。本文中我们只研究固定

置信度设定。

为了简化定义，我们使用如下的约定和记号：

• 手臂的平均值是以降序排列的：µ1 > µ2 > · · · > µn。
• 最大的经验均值：µ̂∗。

• 手臂Ai 的经验均值：µ̂i 。

• 最大手臂和第 i大手臂的均值差：∆i = µ1 − µi。

1.3 经典结果调研

最有臂选择问题可以回溯到 1950年代 [10,11]，早期的结果在专著 [12]总结。

在近一二十年，这个问题引起了极大的关注 [4,13–23]。最优 k 个手臂选择问题作

为最有臂选择问题的一个扩展，需要选取 k 个最大的手臂，该问题近年来也引起

了广泛的研究 [7,23–31].

接下来介绍最有臂选择问题已知算法的上界和下界。

1.3.1 算法下界

[13] 的中的算法的期望下界为 Ω(∑n
i=2∆i

−2 log δ−1)。[30] 也提供了一个算法有

如上所述的下界，但在常数上有所改进。[19]中证明了当置信度δ趋近 0的渐近复

杂度的解析解。[17]对于特定的 n，证明了另一种类型的算法 Ω(∑n
i=2∆i

−2 log log n)
这个结果以前的下界进行了细分。[16]证明了对于两个手臂问题有 ∆−2 log log∆−1

下界，这个结果是 [32]的一个推论，对于任意的取样方法，我们都有如下不等式:

lim
∆→0

sup
E∆[T]

∆−2 log log∆−1 ≥ 2 − 4δ

。能不能把两个手臂的结论推广到通用的情况下仍然是一个开放的问题。[15] 通

过实验结果断言下界中的 (log log∆−1)项是无法被消除的。[20]也提出一个差值-熵

断言称 (log log∆−1)项是必须的。

2



第 1章 导论

1.3.2 算法上界

近二十年来，最有臂选择问题的上界有很大的改进 [15–17,27,30,33]. [33]中提

供了逐次删除算法，该算法的上界为

O

(
n∑
i=2

∆i
−2 (

log δ−1 + log n + log∆i−1))
[15]中提供了指数差值删除算法，该算法的上界为

O

(
n∑
i=2

∆i
−2 (

log δ−1 + log log∆i−1))
[16]中提供了 lil’UCB算法，这个算法的上届和 [15]一样。[17]提供一个算法，将

上界改进到

O

(
∆2

−2 log log∆2
−1 +

n∑
i=2

∆i
−2 (

log log min(∆i−1,n) + log δ−1))
到目前为止上下界之间的仍然有空隙。

3



第 2章 经典算法回顾

第 2章 经典算法回顾

2.1 全取样算法

Algorithm 1全取样算法 (ϵ, δ)
每个手臂都取样 4

ϵ2 log(2n
δ
)次。

让µ̂i 手臂Ai 的经验均值。

输出 arg maxAi ∈A µ̂i.

PAC模型。给定 δ, ϵ ∈ (0,1)，最有臂选择问题满足以置信度δ返回一个 ϵ-最优
的手臂，它就是一个 (δ, ϵ)-PAC算法。

全取样算法是一个 PAC模型算法。这个算法用暴力取样的方式，对每个手臂

进行等量的取样，然后返回经验均值最大的手臂。全取样算法并不是一个高效的

算法，但是这个算法的非常简单，很适合进行启发式的改变。事实上，很多高级算

法都可以视为是对全取样算法算法的改进。

2.2 中位数删除算法

Algorithm 2中位数删除算法 (ϵ, δ)
Let S1 = A, ϵ1 = ϵ/4, δ1 = δ/2,r = 1。

while |Sr | > 1。 do
对于 Sr 中的每一个手臂取样 4

ϵr
log 3

δr
次。

设µ̂i 手臂Ai 的经验均值。

从 { µ̂i}找出经验均值的中位数 mr。

设 Sr+1 = Sr/{Ai : mr ≥ µ̂i,∀Ai ∈ Sr }。
设 ϵr+1 =

3
4ϵr, δr+1 = δr/2,r = r + 1.

end while
输出 Sr 中的手臂。

中位数删除算法同样是一个 PAC 模型下的算法 [14]。每一轮次，该算法都

像全取样算法一样对每个存活的手臂进行取样，然后删除经验均值低于中位数的

4
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手臂。当删到只有一个手臂的时候，算法停止。[14]证明该算法在 PAC模型下有

Ω((n/ϵ) log δ−1)上界，同时证明在 PAC模型下，这也是下界，所以中位数删除算法

是 PAC模型下最有臂选择问题的最优的理论算法，但是常数非常的大。

2.3 逐次删除算法

Algorithm 3逐次删除算法 (δ )
设 r = 1,S1 = A, c ≥ 4。

while |Sr | > 1。 do
对于 Sr 中的每个手臂取样一次。

设µ̂i 是Ai 的经验均值。

设 µ̂∗ = maxAi ∈Sr µ̂i, αr =

√
log(cnr2/δ)

r
。

设 Sr+1 = Sr/{Ai : µ̂∗ − µ̂i ≥ 2αr,∀Ai ∈ Sr }。
设 r = r + 1。

end while
输出 Sr 中的手臂。

每一轮，逐次删除算法 [13]都对存活的手臂进行一次取样，然后删除经验均

值比最大的低太多的手臂，这个过程由一个差值参数 αr 删除的速度。当只有一个

手臂留下时，算法停止。该算法的复杂度为 O
(∑n

i=2∆i
−2 (

log δ−1 + log n + log∆i−1) )
2.4 指数差值删除算法

每一轮，指数差值删除算法 [15]使用了中位数删除算法作为子过程，其参数

以指数的方式进行设置 2−r−2，然后把这个子过程的结果作为参考手臂，删除所

有均值不是 ϵr -最优的手臂。当只剩一个手臂时，算法停止。该算法的复杂度为

O
(∑n

i=2∆i
−2 (

log δ−1 + log log∆i−1) )。指数差值删除算法有着最好的上界但是常数非
常大。

2.5 lil’UCB算法

每一轮，lil’UCB算法 [16]都根据一个叫做置信上界的值进行取样。每次取样

后，这个置信上界就会降低，从而让别的手臂得到取样的机会。

5
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Algorithm 4指数差值删除算法 (δ )
设 S1 = A,r = 1。

while |Sr | > 1 do
设 ϵr = 2−r

4 , δr =
δ

50r3。

对于 Ai ∈ Sr 中的手臂取样 2
ϵ2
r

log 2
δr
次。

设µ̂i 手臂Ai 的经验均值。

设 Air =中位数删除算法 (Sr, ϵr/2, δr )。
设 Sr+1 = Sr/{Ai : µ̂i < µ̂ir − ϵr,∀Ai ∈ Sr }。
设 r = r + 1。

end while
输出 Sr 中的手臂。

Algorithm 5 lil’UCB(δ )
设 ϵ, λ, β,σ > 0

设Ti(r)为第 r 轮手臂Ai 的总取样次数。

对每个手臂进行一次取样并初始化Ti(r)。
while Ti(r) < 1 + λ

∑
A j,Ai

Tj(r)对于所有的手臂Ai do
设Ti(r)第 r 轮Ai 的取样次数。

设µ̂i 第 r 轮Ai 的经验均值。

对手臂 arg maxAi ∈A

{
µ̂i + (1 + β)(1 +

√
ϵ)

√
2σ2(1+ϵ ) log

(
log((1+ϵ )Ti (r )

δ

)
Ti (r)

}
进行一次取样。

设 r = r + 1。

end while
输出手臂 arg maxAi ∈A µ̂i.

6
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第 3章 启发式算法

我们希望用启发式的算法设计来减少取样的次数。

3.1 算法要求

启发式算法可以看作算法设计中的一种捷径，其牺牲了算法的最优性，完整

性，精确性以获得更好实践结果，因此在现实世界中有着广泛的应用。由于启发

式算法的设计维度过于宽泛，其衡量标准也很模糊，因此我们固定一些常识性的

要求用来测试我们设计的启发式算法的正确性。

• 正确性。给定一个现实的数据集合，启发式算法失败的数据个数不能比已知

理论算法更多。虽然启发式算法没有理论的正确性证明，但是要保证实际运

行的正确性。

• 效率。给定一个现实的数据集合，启发式算法需要比理论算法用更少的取样

次数。这个要求是我们使用启发式的初衷，同时也是判断一个启发式算法好

坏的重要标准。

3.2 手臂的难度

3.2.1 差值，难度和核心集

定义 3.1 (差值)： 两个手臂Ai 和Aj 的差值 ∆i, j 定义为他们的均值差 |µi − µj |。

∆i = µ1 − µi 最有意义的差值，因为我们算法的目的是找出最大的手臂，需要
把最大的手臂和剩余的手臂区分开来。一般而言，差值的大小可以衡量当前问题

的难易程度。对于一个大差值的两个手臂，我们需要较少的取样次数就能区分，对

于一个小差值的手臂，我们则需要较多的取样的次数。根据定义，最难的一对手

臂是最大的两个手臂A1 and A2。

定义 3.2 (难度)： 手臂Ai 的难度定义为 Hi = ∆i
−2 log log∆i−1。

当一个手臂对应的差值∆i 非常小，对应的难度Hi 非常大，则这个手臂则被称

为难的手臂。可以看出，难度的和 H =
∑n

i=2Hi 和算法理论上界非常相似。实际上，

我们用难度来估算把一个手臂Ai 和最大的手臂A1 手臂区分开来所需的取样次数，

所以我们用算法复杂度上界中的 ∆i−2 log log∆i−1 项，常数则被我们省略了。根据

7
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定义可以得出，排在前面的手臂的难度比后面的手臂的难度大很多，我们用核心

集来描述这个比较难的手臂集合。

定义 3.3 (核心集)： 手臂的核心集 Score 定义为最小的 k 个手臂，满足这些手臂的

难度和 Hcore =
∑k

i=2Hi 占据大部分 (90%)的难度总和 H。

可以看出，核心集的手臂是一个算法要处理的最难的部分，从某种意义上（下

界）来说，任何保证正确率的算法都不可避免的需要对这些难度的手臂进行取样

和取那么多的取样次数。

3.2.2 差值方程，置信上界和置信下界

任意一个最有臂选择问题的算法都是由一次次的取样构成的，每次取样都是

从一个未知的分布上返回一个样本。根据大数定律，当一个手臂的经验均值随着

取样次数的增多而趋近于期望均值。因为期望均值未知，大部分算法都用经验均

值来估算期望均值，所以算法的目的可以视为使经验均值越来越精确。我们用差

值方程来描述这精确的程度。

定义 3.4 (差值方程)： 给定一个手臂Ai ，方程 g(t) : N → R+ 是Ai 的一个差值

方程，当对于任意数量的Ai 的样本个数 t ∈ N，其经验均值都以很高的概率满足

| µ̂i − µi | < g(t)。

给定一个差值方程g(t)，可以导出经验均值µ̂i 的上界和下界。

定义 3.5 (置信上界和置信下界)： 给定一个差值方程g(t) 和手臂Ai 的取样次数 t，

Ai 当前的经验均值置信上界Ui(t)定义为 Ui(t) = µi + g(t)；其置信下界Li(t)定义为
Li(t) = µi − g(t)。

根据定义 3.4我们得出 Li(t) ≤ µ̂i ≤ Ui(t)，所以我们只要对每个手臂取样足够
的次数使得对于所有的其他手臂都满足 L1(t) > Ui(t)，那么我们可以确信最大经
验均值的手臂就是最优的手臂。然而手臂的概率分布是未知的，所以我们只能通

过取样估算手臂的实际差值。一个合适的差值方程对于一个算法来说很重要，因

为其能够缩小经验均值和期望均值的范围，可以帮助算法减少不必要的取样次数。

相反，一个很差的差值方程则可能会导致错误的结果，比如，一个下降非常快的差

值方程（2−t），会导致经验均值被错误的估计。下面是一些比较“好”的差值方程。

定义 3.6 (逐次删除差值方程)： gse(t) =
√

t−1 log t

定义 3.7 (UCB差值方程)： gucb(t) =
√

t−1 log log t
8
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定义 3.8 (平方根差值方程)： gsqrt(t) =
√

t−1

定义 3.9 (多项式差值方程)： gpoly =
1
tc

, for a constant 0 < c < 1

3.2.3 直观化取样过程：取样圆

0

1

µ1

t =10

µ1

t =50

µ1

t =100

r = g(10)

r = g(50)
r = g(100)

U1(t)

L1(t)

(a)红色的圆代表手臂A1 在样本
数量是 t = 20 的时候的取样圆；
U1(t)和L1(t)是对应的置信上届
和置信下界。类似的，蓝色和
绿色的圆分别代表样本数量是
t = 50,100时候的取样圆。

0

1

µ1

t =100
µ2

t =100
µ3

t =20

(b)当A1和A2的样本数量是 100，
A3 的是 20的时候，红色的圆和
绿色的圆完全分离了。这个时候
绿色的圆则不需要获得更多样
本。

Figure 3.1 直观化：取样圆

给定一个差值方程 g(t)，我们可以把取样过程直观化为一个变化的圆，参考
图 3.1。一个手臂A1 可以用一个位于 y-轴的圆来表示，其半径为该手臂当前的差

值方程的值 g(t)。通过这种表现方式，该手臂的置信上界和置信下界分别为取样圆
与 y-轴的上下交点。当取样数目增加的时候，对应的取样圆的半径则变小，参考

图 3.1(a)。如果两个手臂的取样圆完全不相交，我们可以断定为上面的圆对应的手

臂的期望均值一定比下面的圆大，同时不管下面的手臂再获得多少样本，其取样

圆永远不会高于上面的圆，即我们可以安全的删除下面的手臂，参考图 3.1(b)。

3.3 取样的方法

一个好的取样算法应该同时兼顾勘探和开发问题。对于开发而言，算法应该

尽快的找到问题的核心集，然后把样本资源花在核心集上。对于勘探而言，算法

需要保证所有的手臂都得到充分的取样，否则算法容易陷入局部最优从而输出错
9
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误的结果。这就是关于效率和覆盖率之间的平衡。比如，全取样算法就是一个覆

盖率很高但效率很低的算法。

在第2章中，我们回顾了一系列已知的算法。我们用差值方程和取样圆的这样

更加直观的方式重新描述逐次删除算法和 lil’UCB算法，这样可以更深入的理解算

法的覆盖率和效率问题。

3.3.1 逐次删除的取样方法

0

1

µ1

t =20
µ2

t =20
µ3

t =20

(a)当样本数量是 t = 20
的时候，所有手臂获得
相同的取样次数，故而
其取样圆的半径相等。

0

1

µ1

t =50µ2

t =50µ3

t =50

(b)当样本数量是 t = 50
的时候，绿色的圆和红
色的圆分离，所以对应
的手臂被删除。

0

1

µ1

t =100
µ2

t =100
µ3

t =50

(c)当样本数量是 t = 100
的时候，绿色的圆因为
被删除了，所以没有变
化；蓝色的圆开始和红
色的圆分离，同理也要
被删除。

Figure 3.2 逐次删除取样方法

逐次删除取样方法是在算法 3 [13]中使用的一个取样方法。因为逐次删除算法

和全取样算法很相似，所以其有比较好的覆盖率。对于效率问题，该算法通过删除

和最大的手臂的取样圆不相交的的手臂来避免过多的对那些比较容易的手臂取样，

其差值方程是gse(t) (定义 3.6)。这个删除过程可以参见图 3.2。

3.3.2 置信上界取样方法

置信上界取样法在算法 5 [16]被使用。不像删除的机制，lil’UCB算法每次选取

具有最大的置信上界的手臂进行一次取样，其差值方程为gucb(t) (定义 3.7)。这个

算法的效率非常高，因为每次都只对一个最大的手臂进行取样。而对于那些比较

的低的手臂，其获得取样机会比较小，但是由于其取样圆和最大的圆不相交，因

10
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0

1

µ1

t =20
µ2

t =20
µ3

t =20

(a)当样本数量是 t = 20
的时候，具有最高置信
上界的圆（红色）获得
取样机会。

0

1

µ1

t =100
µ2

t =20
µ3

t =20

(b)当样本数量是 100的
时候，蓝色的圆变成最
高的圆，从而获得取样
的机会。

0

1

µ1

t =100
µ2

t =50µ3

t =20

(c)当蓝色圆的样本数量
是 50，红色的圆重新成
为最高的圆而获得取样
机会。

Figure 3.3 置信上界取样法

此保证的覆盖率。图 3.3描述这个过程。图中我们可以注意到，绿色的手臂一直得

不到取样，因为他已经和最高的圆完全分离了。

3.3.3 在 UCB取样法选取两个手臂

0

1

µ1

t =20
µ3

t =20

(a)一开始的样本数量都
是 20

0

1

µ1

t =100

µ3

t =20

(b)每次只对最高的手臂
进行取样，这种情况它
需要大量样本是其取样
圆足够小，使得两个圆
不相交。

0

1

µ1

t =50

µ3

t =50

(c)每次对两个圆同时进
行取样，这样两个圆更
容易分离。

Figure 3.4 在 UCB算法中对两个手臂进行取样

这个技巧在很多 UCB 类的取样方法中被使用 [16]，即其不但对具有最大置信
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上界的手臂取样，还对具有最大经验均值的手臂进行取样，如果两个是同一个手

臂，则对具有第二大经验均值的手臂进行取样。直观而言，一个算法的目的是选

出最大的手臂来，不可避免需要对两个手臂进行比较，所以我们需要了解两个手

臂的信息，所以需要同时对两个手臂进行取样。图 3.4直观的解释这种取样方式的

好处。用这种取样方式的算法被称为 LUCB算法。

3.4 终止条件

3.4.1 核心集的大小

部分的算法都需要找出核心集来，比如删除类的算法。如果核心集足够小了，

通常来说是核心集只包含一个手臂，那么这个算法就可以终止，输出其中最大的

手臂。逐次删除算法 [13]就是这样的例子。

3.4.2 足够数量的样本

在一个取样的过程中，如果某一个手臂获得远远多于其他手臂的样本数量，那

么这个手臂很有可能就是最优的手臂。比如 lil’UCB算法 [16] 的终止条件就是具有

最大经验均值的手臂的样本数量是剩下的手臂样本数量之和的 λ = 9倍 (算法 5)。

3.4.3 Lil’UCB终止条件

如果最高的取样圆和剩余的其他的取样圆都分离了，那么这个算法就能直接

终止。换言之，如果最大的手臂的置信下界比其余手臂的置信上界都要大，那么

这个算法就可以终止。这种终止条件被成为 Lil’终止条件 [16]。

3.4.4 快速终止条件

许多算法都需要把大量的样本数量分配到核心集的手臂上，这个过程通常发

生算法的后半段。也就是说，这个算法在某个时刻之后，大部分的时间都只是对

最大的两个手臂进行取样。另一方面，在算法取样过程中，具有最大经验均值的

手臂通常不会变化。我们用稳定阶段来描述这种现象。

定义 3.10 (稳定阶段)： 一个算法在第 x-个样本的之后，其最大的和第二大的经验

均值的手臂都保持不变，那么我们称这个算法进入稳定阶段。

一个算法在稳定阶段但没有停止的原因是其不满足终止条件，通常来说终止

条件都是比较苛刻的。假设我们在算法进入稳定阶段后直接终止算法输出结果，我
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们可以节省很多的样本数量。但是我们并不知道算法什么开始进入稳定阶段。下

一节我们会对稳定阶段进行合理的启发式的猜测。

3.5 启发式的步骤

我们设计的启发式的算法借用了逐次删除算法和 lil’UCB算法算法的框架，每

一轮取样过程中，我们测试终止条件，如果不满足则继续取样。前面章节从许多

方面介绍了这个过程的，下面我们对这些方面进行启发式的改进。

3.5.1 快速的差值方程

差值方程在很多算法中都有非常重要的作用，从某些方面而言，其决定了一

个算法的复杂度。有理论上界的算法通常都会小心翼翼的选择差值方程来满足其

理论证明，但对于启发是算法而言，差值方程的选择则可以更加随意。我们可以

用下降更快的差值方程比如gsqrt(t) (定义 3.8)，这个方程把 (log log∆−1)项去掉了。
注意到很多断言说 (log log∆−1)项是必须的，我们可以用实际的数据看看结果。我
们甚至可以选择更加激进的差值方程 g(t) =

√
t−x 但是正确性需要用实验来证明。

3.5.2 激进的参数

启发式算法可以重新选择一些参数来减少取样，如

• 在删除类的算法中，当算法删掉 n − k 个手臂时就终止算法，直接输出最大

的经验均值的手臂。

• 我们可以通过选择不同的常数，比如逐次删除算法中的 ϵ 等

• 对于 lil’UCB算法，我们可以选择 λ = 1或者更小的数。

3.5.3 短尾停止条件

我们可以通计数的方式来猜测算法进入稳定阶段的时间来，从而加速算法停

止条件。

定义 3.11 (尾方程)： 设A1和A2是同一个分布Di，µ̂1是当A1的样本个数为 t1时的

经验均值，µ̂2 是当A2 的样本数量为 t2 时候的经验均值。一个方程 t(∆) : R+ → N

如果满足当 t1 > t(∆2)和 t2 > t(∆2)时，以很大的概率 (1 - δ )满足 µ̂1 > µ̂2，则这个

方程被成为这个概率分布下的一个尾方程。

尾方程可以看作估算区分开两个手臂需要的最少样本数量。利用尾方程，我

们可以假设，当一个算法取样过程中，其经验均值最大的两个手臂的样本数量都
13
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大于对应的尾方程，则该算法进入稳定阶段。

定义 3.12 (短尾停止条件)： 设 t(∆)是一个尾方程，t1和 t2分别是最大的和第二大

的手臂的样本数量。短尾停止条件被定义为同时满足 t1 ≥ t(∆2)和 t2 ≥ t(∆2)。

这个短尾终止条件显示了核心集的重要性，特别的核心集中最大的两个手臂，

所以这个终止条件最好用在能够快速定位核心集的算法中，这个特性恰好是 UCB

类算法的一个特性。由于未知的手臂分布，我们只能用经验均值去估算其均值的

差值，这个差值被用于尾方程的计算。同时我们还可以对尾方程的种类进行进行

猜测：

定义 3.13 (平方尾方程)： tsquare = 1
∆2

定义 3.14 (多项式尾方程)： tpoly = 1
∆c
，给定常数 1 < c < 2

3.5.4 需求取样

在 LUCB算法中，我们需要每次都对两个手臂进行取样。如果我们用短尾停

止条件，我们会发现最大的手臂的取样次数远远大于第二大的手臂，根据短尾停

止条件的思想，当一个手臂的样本数量超过其尾方程的数值，他的样本数量就足

够了，所以如果还是对两个手臂同时进行取样的话，我们将浪费很多样本。所以在

每一轮的取样过程中，如果某个手臂的样本数量超过其尾方程预测的数值时，我

们就停止对该手臂进行取样，这种取样过程称之为需求取样。需求取样对于手臂

数量比较大的问题比较有效率，因为对于每一个手臂都能节省取样数目。在极端

条件下，比如所有的手臂都是一样的，这样可以节省一半的样本数目。

3.5.5 动态短尾停止条件

在 UCB 类取样的算法的稳定阶段，最大的和第二大的手臂都不会发生变化，

但是算法不一定会对第二大的手臂进行取样，因为其置信上界不一定是最大或者

第二大的，这种情况下，短尾停止条件可能需要等待更长的时间来让第二大手臂

获取足够的样本数目来满足短尾停止条件。为了改进这种情况，我们可以假设如

果一个手臂占据第二的位置足够的久（并不表示其样本数目有这么多），那么这个

短尾停止条件就满足了，这种改进的短尾停止条件被称为动态短尾停止条件。

定义 3.15 (第 i位连续长度)： 假设整个算法已经进行了 t 次取样，Ai
∗是经验均值

第 i位的手臂，第 i位连续长度定义为到最大的 ci 满足从 t − ci 个取样到第 t 个取

样的过程中，均值第 i大的手臂保持不变。
14
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定义 3.16 (动态短尾停止条件)： 设 t(∆)是一个尾方程，c1和 c2分别是第 1位和第

2位连续长度，动态短尾停止条件定义为同时满足 c1 ≥ t(∆2)和 c2 ≥ t(∆2)。

15
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第 4章 实验

4.1 实验准备

4.1.1 生成随机变量

本次模拟实验是用 python 语言写的，版本 3.6.5，随机数据是由 python 中

“numpy”包的“numpy.random.RandomState”类来产生，这个类可以记录随机状态，

能够重现相同的随机序列，这样可以保证对于不同的算法都运行在相同的随机序

列上。

我们把数据按照难度 (定义 3.2)进行划分，生成一系列拥有不同大小但平均难

度近似的数据集。过程如下：假设平均难度是 h，数据集大小是 n，数据集的总体

难度 nh被平均但随机的分成 n − 1份，然后固定最大的手臂的均值，就能推算出

剩余的手臂的均值。
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(a) Maximal gap
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(b) Minimal gap
Figure 4.1 对于每个难度和不同大小的数据集，其最大和最小的差值是从 100 个数据集
中统计出来的。可以看出，对于不同大小的数据集，其平均难度比较接近。

图 4.1和图 4.2显示，按照上述数据生成的方法产生的数据，其差值都比较稳

定：

• 对于固定的难度，不同大小的数据集的差值变化不是很大。参考图 4.1，每

条线几乎都是水平的。

• 对于固定大小的数据集，其不同难度的差值不会相互混淆。参考图 4.1，这

些线条都没有相交。
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(a) gap = 0.3
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(b) gap = 0.01
Figure 4.2 对于不同难度的数据的差值直方图。可以看出差值都集中在平均难度的位置。

• 对于每一个数据集，其差值分布比较集中。参考图 4.2，差值都集中在平均

值附近。

4.1.2 差值方程，尾方程和数据难度
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UCB = √ loglogt
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LIN = 1
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EXP = 1
2t

Figure 4.3 差值方程曲线。

图 4.3展示了在模拟实验中用到的差值方程的曲线。可以看出，
√

t−1 log t是所

示差值方程中最慢的一个，指数差值方程是最快的一个，但其值在样本数量为 10

的时候就已经为 0。
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Figure 4.4 尾方程曲线图。

图 4.4展示了在模拟实验中用到的尾方程曲线，即 1
∆x
对于 x ∈ [1,2]。我们会

通过实验来找到合适的 x。
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Figure 4.5

图 4.5展示了难度方程的曲线。值的注意的是，我们使用 log log(1 + ∆)而不是
log log∆，因为后者生成的难度值会有负数。当 H = 4771，∆ = 0.01；当 H = 30，

∆ = 0.1；当 H = 2，∆ = 0.3。
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4.2 测试：差值方程

4.2.1 快速差值方程的效果
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(b) UCB算法
Figure 4.6 差值方程和尾方程的效果：使用平方根差值方程（黄色）和平方尾方程（绿
色）都能降低取样次数。（蓝色代表原始的算法）

在第3.2.2中我们讨论了差值方程。粗略的来说，一个算法倾向使用比较“快

速”的差值方程，即下降的越快越好，因为快速的差值方程能够降低取样的需求。

图 4.6显示了快速差值方程的作用：使用gsqrt(t)所需求的取样次数比gse(t)和gucb(t)
差值方程要少很多（如图所示的，橙色的线条要比蓝色的线条低很多）。

4.2.2 差的差值方程：线性差值方程

一个好的差值方程需要保证算法的正确率，因此它不能下降的太快。从实验

可以看出，线性差值方程 1
t
比gsqrt(t)和gucb(t)快，但是使用的结果的正确率很低。

图 4.7展示了使用线性差值方程和指数差值方程 1
2t 的实验的正确率：

• 对于逐次删除算法 (图 4.7(a))，线性差值方程值对难度非常小的数据集有小，

对于稍微难一点（H > 11）的数据集则完全失效。

• 对于 lil’UCB 算法 (图 4.7(b))，线性差值方程对于大部分的数据都能给出正

确结果，只有特别难的数据（H > 4771）会是算法失效。

• lil’UCB 算法对线性差值方程的鲁棒性要好于逐次删除算法，因为导致前者

失败的数据的难度要高于后者。
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(a) 在逐次删除算法中使用线性差值方
程的正确率。
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(b)在 UCB算法中线性差值方程的正确
率。可以看出对于容易的数据，线性方
程的正确率尚可，对于难的数据则失效。

Figure 4.7 使用线性差值方程的正确率

4.3 提前停止条件

4.3.1 正确率：提前停止条件
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Figure 4.8 当强制算法在第 x个取样的时候强制停止时的正确率。

图 4.8展示了如果算法在第 x 个取样之后直接停止的正确率。图中可以看出，

算法在取样开始就已经能够输出正确的结果，后面的取样次数从这种意义上来说
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时没有必要，这个现象促使我们寻找快速的停止条件。图 4.8同时还显示，lil’UCB

算法比逐次删除算法更快进入正确状态，从这个侧面来说前者时更好的算法。

4.3.2 算法的稳定阶段
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Figure 4.9 当进行第 x 次取样的时候最大和第二大手臂。图中看出，当进行第 400次取
样的时欧，最大的手臂基本保持不变了。当进行第 1900次取样后，第二大手臂基本保持
不变了，这个时候算法进入稳定阶段。

图 4.9展示了算法的稳定阶段。在这个模拟实验中第 1900 次取样年后，最大

的两个手臂就保持不变了。如果算法直接停止，那将节省大约一半的样本次数（正

常结束需要的样本次数时 3360）。我们用尾方程来估算算法进入稳定阶段的时刻。

图 4.10显示了 UCB 算法取样的详细过程，从某个时刻开始（本实验中是第

700次取样开始），算法开始只对最大的手臂进行取样，这种情况下，我们可以认

为算法已经进入稳定阶段了。

4.4 测试：尾方程

4.4.1 尾方程的作用

和差值方程不同，算法倾向与使用比较慢的尾方程，即尾方程不能随着差值

趋近于 0而增长的太快。慢的尾方程会使算法更有可能停止，因为在相同的差值∆i
21
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Figure 4.10 当第 x次取样的时候手臂的下标。从 700次取样开始，UCB算法就只对最大
的手臂进行取样了，这个时候算法则进入稳定阶段。

下，慢的尾方程的数值比较小，使得停止条件更容易满足。图 4.6展示了使用尾方

程的效果：使用平方尾方程 1
∆2 可以减少样本需求（绿色的线比蓝色的线低）。

4.4.2 测试：线性的尾方程
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(a)逐次删除算法
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(b) UCB算法
Figure 4.11 使用线性尾方程的算法的正确率

一个好的尾方程因该要保证算法的正确率，线性尾方程 1
∆
则是一个非常差的

尾方程，它使得算法过早的结束从而输出错误的结果。图 4.11展示了使用线性尾

方程的正确率，逐次删除算法对于所有的数据都出错，lil’UCB算法也只在难度很
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小的数据输出正确结果。

4.5 合并多种启发式方法

我们将使用 LUCB算法的框架，每轮都对两个手臂进行取样。

4.5.1 寻找差值方程
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Figure 4.12 不同的多项式差值方程的正确率。

本次实验中我们将使用多项式差值方程 1
tx
，但时我们需要确定参数 x 的值。

注意到当 x = 0.5的时候，这个差值方程就是平方根差值方程，这是一个比较好的

差值方程；当 x = 1.0的时候，这个差值方程就是线性差值方程，这是一个很差的

差值方程，所以我们可以推断 x ∈ [0.5,1.0]。图 4.12显示了启发式算法使用不同的

多项式差值方程的正确率：当 x = 0.6时，算法的正确率已经大于 0.9，已经满足

要求，但是相对于gsqrt(t) 的 100% 正确率，这个结果不是特别满意，因为随着数

据难度的增加，我们相信其正确率会下降。同时和gsqrt(t)相比，其提升不是特别
明显，所以我们最终选择gsqrt(t)作为我们启发式算法的差值方程。
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Figure 4.13 使用不同的多项式尾方程的正确率

4.5.2 寻找尾方程

本实验的启发式算法使用多项式尾方程 1
∆x
，但我们必须确定 x 的值。注意到

当 x = 2.0 的时候，多项式尾方程就是平方尾方程，这个时一个好的尾方程；当

x = 1.0的时候，多项式尾方程就是线性尾方程，则是一个比较差的尾方程，所以

x ∈ [1.5,2.0]。图 4.13展示了使用不同的多项式尾方程的正确率：当 x = 1.8的时候，

算法已经不会输出错误的结果。但是算法是运行在一个很小的数据集上（n = 10），

同时最难的难度时 H = 4771，对于更大更难的数据集需要很大的运算量，本次试

验中比较难完成。尽管没有实际数据支持，我们还是相信对于 x < 2.0的多项式尾

方程都不是好的尾方程，所以我们最终选择平方尾方程 tsquare 作为最终的启发式

算法的尾方程。

4.5.3 需求取样

需求取样改进了 LUCB算法的取样方法并且获得比较好的效果。图 4.14中显

示了使用需求取样的效果（橙色的线条）。

4.5.4 动态短尾停止条件

动态短尾停止条件也对算法进行了改进。图 4.14显示了使用动态短尾停止条

件的结果（绿色的线条）。
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Figure 4.14 使用需求取样和动态短尾停止条件的算法的取样次数。在本次测试中，LUCB
算法使用了gsqrt (t)差值方程和平方尾方程。

4.6 测试最终的启发式算法

4.6.1 最终的启发式算法

算法 6总结了最终的启发式算法，其中粗体字标出所采用的启发式方法。这个

算法用在接下来的测试中。

4.6.2 和已知算法比较

本次时把最终的启发式算法和逐次删除算法，lil’UCB算法和 LUCB算法进行

比较。图 4.15显示了在不同难度的数据集上的的模拟结果。图 4.16显示了在完全

随机的数据集上的模拟实验结果。在两种不同的数据集中，我们的启发式算法都

使用最少的取样次数。
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Algorithm 6启发式算法

设 g(t) =
√

1
t

(平方根差值方程) t(∆) = 1
∆2 (平方尾方程)

对每个手臂进行一次取样。

设 µ̂i 是手臂的经验均值。

设 Af irst = arg maxA µ̂i 和 Asecond = arg maxA/A f ir st
µ̂i (最大两个手臂)

设 ti 为手臂Ai 被取样的次数。

设 cf irst = 0, i f irst = Af irst, csecond = 0, isecond = Asecond

设 ∆̂i = µ̂ f irst − µ̂i (经验差值)

设 i∗ = arg maxA/A f ir st
(µ̂i + g(ti)) (最大的置信上界手臂)

while (t f irst ≤ t(∆̂second) and tsecond ≤ t(∆̂second)) (短尾停止条件)

or (cf irst ≤ t(∆̂second) and csecond ≤ t(∆̂second)) (动态短尾停止条件)

or µ̂ f irst − g(t f irst) > µ̂i∗ + g(ti∗) (不相交圆停止条件) do
对手臂 i∗进行一次取样 (UCB取样)

if t f irst ≤ t(∆̂second) then
对手臂Af irst 进行一次取样 (需求取样)

end if
更新 ti, Af irst, Asecond, ∆̂i, i∗

if i f irst == Af irst then
cf irst = cf irst + 1 (第 1位连续长度)

else
cf rist = 0, i f irst = Af irst

end if
if isecond == Asecond then

csecond = csecond + 1 (第 2位连续长度)

else
csecond = 0, isecond = Asecond

end if
end while
输出 arg maxA Ai
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Figure 4.15 固定难度的数据下启发式算法所需的取样次数。
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Figure 4.16 随机数据集中启发式算法所需的取样次数。
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第 5章 总结

本文研究了最有臂选择问题的经典算法逐次删除算法 [13] 和 lil’UCB 算法 [16]

并且提炼出算法的关键部分，并对这些部分进行启发式的改进：差值方程，短尾

停止条件和需求取样。然后设计了一系列的模拟实验来测试这些启发式的改进的

效果，最终选择平方根差值方程和平方尾方程。最终的实验结果显示，我们的启

发式算法有最好的运行结果。

这里必须强调的时，所有的启发式步骤都是根据模拟实验结果的，但时受限

于机器的运算能力，我们无法对极端的数据集进行测试，比如极小的差值和极多

的手臂，在这些极端情况下，实际结果可能会和我们目前的实验结果不一样。
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